
LI325 - Solutionnaire des TD456 - Programmation dynamiqueSimon AramePrintemps 20101 Pour débuter1.1.1 a) S(i) est la somme maximale de ase onséutive qui se termine en i1.1.1 b) S(i) = max(S(i − 1) + T (i), T (i))1.1.1 ) la réponse est MAXi∈IS(i)1.1.1 d)ALG2.1.1(T)S <- CreerTableau(L)S(1) <- T(1)max <- 0POUR i de 2 à LS(i) <- max( S(i-1)+T(i) , T(i) )SI MAX < S(i)MAX <- S(i)FIN SIFIN POURRETOURNER MAXFIN1.1.1 e) Θ(n)1.1.1 f) enrihissement, le même algorithme en réursif :ALG2.1.1F(T)S <- CreerTableau(L) /* VARIABLE GLOBALE */S(1) <- T(1)n <- longueur(T)RETOURNER ALG2.1.1REC(n)FINALG2.1.1REC(i)SI S(i) == NILS(i) <- max( ALG2.1.1REC(i-1)+T(i) , T(i) )FIN SIRET S(i)FIN1.1.2ALG2.1.1.2(T)S <- CreerTableau(L)ind <- CreerTableau(L)S(1) <- T(1) 1



max <- T(1)imax <- 1POUR i de 2 à LSI T(i) > S(i-1)+T(i)S(i) <- T(i)ind(i) <- iSINONS(i) <- T(i) + S(i-1)ind(i) <- ind(i-1)FIN SISI S(i) > maxmax <- S(i)imax <- iFIN SIFIN POURRETOURNER COUPLE(ind(imax),imax)FINLa omplexité est la même : Θ(n)1.2.1 a) S(i) est la longueur de la plus longue sous-suite roissante se terminant en i (potentiellementdisjointe)1.2.1 b) S(i) = MAXk<i∧T [k]<T [i]S(k)1.2.1 ) MAXiS(i)1.2.1 d)ALGO2.1.2.1(T)max <- 1S <- CreerTableau(L)S[1℄ <- 1POUR i de 2 à nsmax <- 0imax <- nilPOUR k de 1 à i-1SI smax < S[k℄ ET T[i℄ > T[k℄smax <- S[k℄imax <- kFIN SISI imax != nilS[i℄ <- smax +1FIN SISI S[i℄ > maxmax <- S[i℄FIN SIFIN POURFIN POURRETOURNER maxFIN1.2.1 e) La omplexité est en n21.2.1 f) enrihissement, voii le même algorithme en version reursive2



ALG2.1.2.1F(T)max <- 1S <- CreerTableau(L,nil) /*VARIABLE GLOBALE*/S[1℄ <- 1ALG2.1.2.1REC(L)POUR i de 1 à nSI max < S[i℄max <- S[i℄FIN SIFIN POURFINALG2.1.2.1REC(i)SI S(i) == nilsmax <- 0POUR k de 1 à i-1SI T[k℄ < T[i℄ ET smax < S[k℄smax <- s[k℄FIN SIFIN POURSINONRETOURNER S(i)FIN1.2.2ALG2.1.2.2(T)max <- 1S <- CreerTableau(L)S[1℄ <- 1U <- reerTableau(L)U[1℄ <- listeVideimax <- 1POUR i de 2 à nsmax <- 0indmax <- nilPOUR k de 1 à i-1SI T[k℄ < T[i℄ ET smax < S[k℄smax <- s[k℄indmax <- kFIN SIFIN POURSI indmax != nilS[i℄ <- smax + 1FIN SISI indmax != 0U[i℄ <- U[indmax℄ ## (i) /*## est un opérateur de onatenation*/SINONU[i℄ <- reerListe(i)FIN SISI max < S[i℄max <- S[i℄imax <- iFIN SIFIN POUR 3



RETOURNER U[imax℄FINLa omplexité n'est pas modi�ée, elle est toujours de n2.1.3 Voii un algorithme naif pour trouver la plus longue sous haine ommune à 2 haines.ALG2.1.3NAIF(X,Y)max <- 0POUR i de 1 à L(X)POUR j de 1 à L(Y)l <- 0TANT QUE(X[i℄ == Y[j℄)i++j++l++SI max<lmax <- lFIN SIFIN TANT QUEFIN POURFIN POURRETOURNER maxFINCette version simple et naive n'utilise pas la programmation dynamique et est de l'ordre de L(x)*L(y)1.3.1 a) Une sous struture optimal est S tel que S[i][j] soit la longueur de la plus grande sous haine om-mune se terminant à X[i℄ et à Y[j℄.1.3.1 b)
S[i][j] =

{

S[i − 1][j − 1] + 1 si X[i] == Y [j]

0 sinon (1)1.3.1 ) MAXi,jS[i][j]1.3.1 d)ALG2.1.3.1(X,Y)n <- L(X)m <- L(Y)S <- reerTableau(n,m,0)max <- 0POUR i de 1 à nPOUR j de 1 à mSI X[i℄ == Y[j℄SI i==1 OU j==1S[i℄[j℄ = 1SINONS[i℄[j℄ <- S[i-1℄[j-1℄ + 1SINONS[i℄[j℄ <- 0FIN SISI max < S[i℄[j℄max <- S[i℄[j℄ 4



FIN SIFIN POURFIN POURRETOURNER maxFIN1.3.1 e) l'algorithme est de l'ordre de nm1.3.2MEME PROCEDURE QUE ALG2.1.3.1 À l'EXCEPTION DE1-L'AJOUT D'UNE VARIABLE INDICE_MAX(A,B) MISE À JOUR AU MÊME CONDITION QUE MAX COMME SUIT :INDICE_MAX <- COUPLE(I,J)2-L'OBJET RETOURNER EST DONC TRIPLET(INDICE_MAX.A,INDICE_MAX.B,MAX)La omplexité n'est pas modi�ée1.4.1 a) la sous struture optimale est S tel que S[i] soit la valeur obtenue ave un poid de i unité1.4.1 b)
S[p] = MAXj|poids[j]≤P (S(pmax − poids[j]) + val[j])1.4.1 ) la réponse se trouve en S[pmax]1.4.1 d)ENTRÉES :p le tableaux des poids des objetspmax le poid maximum que l'on peut emporterv les valeurs des objetsn le nombre d'objetsALG2.1.4.1(p,v,n,pmax)S[0..pmax℄ <- init(0)POUR i de 1 à pmaxmax <- 0POUR j de 1 à nSI p[j℄ < i & max < S[i-p[j℄℄+v[j℄max <- S[i-p[j℄℄+v[j℄FIN SIFIN POURS[i℄ <- maxFIN POURRETOURNER S[pmax℄FIN1.4.1 e) La omplexité est de l'ordre de pn1.4.2ENTRÉES :p le tableaux des poids des objetspmax le poid maximum que l'on peut emporterv les valeurs des objetsn le nombre d'objetsALG2.1.4.1(p,v,n,pmax)S[0..pmax℄ <- init(0)obj[0..n℄ <- initPOUR i de 1 à pmax 5



max <- 0obj_p <- 0POUR j de 1 à nSI p[j℄ < i & max < S[i-p[j℄℄+v[j℄max <- S[i-p[j℄℄+v[j℄obj_p <- jFIN SIFIN POURS[i℄ <- maxobj[i℄ <- obj_pFIN POURliste <- listeVide()po <- pmaxTANT QUE po != 0liste <- liste UNION {obj[po℄}po <- po - p[obj[po℄℄FIN TANT QUERETOURNER COUPLE(S[pmax℄,liste)FINLa omplexité n'est pas modi�ée.1.5.1 a) la sous struture optimale est S tel que S[i] soit le sous-ensemble maximale de l'arbre ayant pourraine i1.5.1 b)
S[i] = MAX(

∑

f∈�ls(i) S[f ],
∑

pf∈�ls(�ls(i)) S[pf ] + 1)1.5.1 ) la réponse se trouve en S(r(A)1.5.1 d)ALG2.1.5.1(A)n<- Longueur(A)S <- reerTableau(n,nil) /*VARIABLE GLOBALE*/S[0℄ <- 0Aux2.1.5.1(raine(A))RETOURNER S[raine(A)℄FINAUX2.1.5.1(i)SI (S[i℄ == nil)S1 <- 0S2 <- 0POUR TOUT LES FILS f DE iS1 <- S1 + Aux2.1.5.1(f)FIN POURPOUR TOUT LES PETITFILS pf DE iS2 <- S2 + Aux2.1.5.1(pf)FIN POURS[i℄ <- MAX( S1, S2+1 )FIN SIRETOURNER S[i℄FIN1.5.1 e) la omplexité est de l'ordre du nombre de noeuds1.5.2 6



ALG2.1.5.2(A)n<- Longueur(A)S <- reerTableau(n,nil) /*VARIABLE GLOBALE*/S[0℄ <- 0C <- reerTableau(n,"")Aux2.1.5.1(raine(A))RETOURNER ListeNoeud(raine(A))FINAUX2.1.5.2(i)SI (S[i℄ == nil)S1 <- 0S2 <- 0POUR TOUT LES FILS f DE iS1 <- S1 + Aux2.1.5.1(f)FIN POURPOUR TOUT LES PETITFILS pf DE iS2 <- S2 + Aux2.1.5.1(pf)FIN POURSI S1>S2S[i℄ <- S1C[i℄ <- "f"SINONS[i℄ <- S2+1C[i℄ <- "pf"FIN SIFIN SIRETOURNER S[i℄FINListeNoeud(i)//as de baseSI i==0RETOURNER listeVide()SINONl <- listeVide()SI C[i℄ == "f"POUR TOUT LES FILS f de il <- l UNION ListeNoeud(f)FINPOURSINONPOUR TOUT LES PETITFILS pf de il <- l UNION ListeNoeud(pf)FIN POURl <- l UNION iFIN SIRETOURNER lFIN SILa omplexité n'est pas modi�é dans son ordre de grandeur mais de façon absolu, il y a un deuxième paroursde l'arbre à faire.1.6.1 a) Un tableau C de booléen tel que C[i] = vrai si la haine s[1..i] est un texte lisible.1.6.1 b) ∨j<i(C[j] ∧ dit(j + 1, i)) 1.6.1 ) la réponse se trouve en C[n]1.6.1 d) 7



ALG2.1.6.1(s)n <- longueur(s)C <- reerTableau(n)C[0℄ <- #truePOUR i de 1 à nj <- 0b <- #fauxTANT QUE j<i et NON(b)b <- C[j℄ ET dit(j+1,i)j++FIN TANT QUEC[i℄ <- bFIN POURRETOURNER C[n℄FIN1.6.1 e) La omplexité est en n21.6.2 Pour obtenir les positions des espaes, l'algorithme renvoie une liste de es positions nommée oupureALG2.1.6.2(s)n <- longueur(s)C <- reerTableau(n)C[0℄ <- #truepos <- reerTableau(n)POUR i de 1 à nj <- 0b <- #fauxTANT QUE j<i et NON(b)b <- C[j℄ ET dit(j+1,i)j++FIN TANT QUEpos[i℄ <- j-1C[i℄ <- bFIN POURSI C[n℄i <- noupure <- listeVide()TANTQUE i!= 0oupure <- oupure UNION {pos[i℄}i <- pos[i℄FIN TANT QUERETOURNER COUPLE(oupure,#true)SINONRETOURNER COUPLE(null,#false)FIN SIFINLa omplexité est toujours de l'ordre de n22 Ordonnanement2.1.1
C1

j = min(C1
j−1 + a1,j−1, C

2
j−1 + a2,j−1 + t2,j−1)

C2
j = min(C2

j−1 + a2,j−1, C
1
j−1 + a1,j−1 + t1,j−1) 8



2.2.1.2
f∗ = min(f1,n + x1, f2,n + x2)Et la relation de réurene pour fi,j :
f1,j = min(f1,j−1 + a1,j, f2,j−1 + a1,j + t2,j−1)
f2,j = min(f2,j−1 + a2,j, f1,j−1 + a2,j + t1,j−1)Ou enore, de façon plus générale :
fi,j = min(fi,j−1 + ai,j, f(3−i),j−1 + ai,j + t(3−i),j−12.2.1.3 La omplexité d'un algorithme réursif alulant f∗ est donné par la relation de réurrene suivante :
T (n) = 2T (n − 1) + O(1), on résoud ette relation et l'on obtient T (n) = 2n. Voii l'algorithme utilisant laprogrammation dynamique qui sera don meilleur :ALG2.2.1.3(e1,e2,x1,x2,a1,a2,t1,t2)f1 <- reerTableau(1..n)f2 <- reerTableau(1..n)f1[1℄ <- a1[1℄ + e1f2[1℄ <- a2[1℄ + e2POUR i de 2 à nf1[i℄ <- min( f1[i-1℄ + a1[i℄ , f2[i-1℄ + a1[i℄ + t2[i-1℄ )f2[i℄ <- min( f2[i-1℄ + a2[i℄ , f1[i-1℄ + a2[i℄ + t1[i-1℄ )FIN POURRETOURNER min (f1[n℄+x1,f2[n℄+x2)FINDans le pire des as, la omplexité est e�etivement de l'ordre de n.2.1.4ALG2.2.1.3(e1,e2,x1,x2,a1,a2,t1,t2)f1 <- reerTableau(1..n)p1 <- reerTableau(2..n)f2 <- reerTableau(1..n)p2 <- reerTableau(2..n)f1[1℄ <- a1[1℄ + e1f2[1℄ <- a2[1℄ + e2POUR i de 2 à nSI f1[i-1℄ + a1[i℄ < f2[i-1℄ + a1[i℄ + t2[i-1℄f1[i℄ <- f1[i-1℄ + a1[i℄p1[i℄ <- 1SINONf1[i℄ <- f2[i-1℄ + a1[i℄ + t2[i-1℄p1[i℄ <- 2FIN SISI f2[i-1℄ + a2[i℄ < f1[i-1℄ + a2[i℄ + t1[i-1℄f2[i℄ <- f2[i-1℄ + a2[i℄p2[i℄ <- 1SINONf2[i℄ <- f1[i-1℄ + a2[i℄ + t1[i-1℄p2[i℄ <- 2FIN SIFIN POURSI (f1[n℄+x1 < f2[n℄ + x2)temp <- 1SINONtemp <- 2 9



FIN SIL <- listeVide()POUR i de n à 2si temp ==1temp<- p1[i-1℄L <- L UNION S1iSINONtemp<- p2[i-1℄L <- L UNION S2iFIN SIFIN POURRETOURNER LFINLa omplexité est toujours de l'ordre de n3 Géométrie algorithmique3.1.1 Soit v un sommet d'un polygone de n sommet de n �tés. Pour toute triangulation, v1 peut-êtreordé ave v3, . . . , vn − 1On sépare ave une orde un polygone de n sommets en 2 parties de p et de q sommets, les sommets auxextrémités de la orde étant dans haune des parties de tellle sorte que p + q − 2 = n. Soit c(i) le nombrede ordes pour un polygone de i sommets, on a alors :
c(n) = 1 + c(p) + c(q)
c(n) = 1 + (p − 3) + (q − 3)
c(n) = (p + q − 2) − 3
c)n) = n − 3 => CQFD1Et soit t(i) le nombre de triangle d'un polygone ordé de i sommets, on a alors :
t(n) = t(p) + t(q)
t(n) = (p − 2) + (q − 2)
t(n) = (p + q − 2) − 2
t(n) = n − 2 => CQFD23.1.2 La formule reliant la pondération totale de T à la pondération w(v1, vk, vn) va omme suit :
T = t[1, n] = t[1][k] + t[k][n] + w(v1, vk, vn)Et, don, voii la relation de réurene que l'on déduit :
t[i, j] = mini+1≤k≤j−1(t[i][k] + t[k][j] + w(vi, vk, vj))Pour les sous questions 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 ainsi que la setion 4, meri de me faire de vos propositions desolutions à simonarame AT xsimo.om4 Problème NP-Complet5 Bio-informatique5.1 Pour ette exerie, on onsidère que les même sous questions sont posés omme préédemment.5.1.1 a) La sous-struture optimale est T [][] tel que T [i][j] soit la pondération maximale de l'alignement de
X[1..i] et de Y [1..j].5.1.1 b) Caratérisons la ette sous struture optimale par une équation :

T [i][j] =

{

Max(T [i − 1][j − 1] + 1, T [i][j − 1] − 2, TY [i − 1][j] − 2) si X[i] = Y [j]

Max(T [i − 1][j − 1], T [i][j − 1] − 2, T [i − 1][j] − 2) si X[i]! = Y [j]
(2)10



5.1.1 ) la réponse se trouvera en T [longueur(X)][longueur(Y )]5.1.1 d)ALG2.5.1.1(X,Y)nx <- Longueur(X)ny <- Longueur(Y)T <- CreerTableau(nx,ny)T[0℄[0℄ = 0POUR i de 1 à nxT[i℄[0℄ <- -2iFIN POURPOUR i de 1 à nyT[0℄[j℄ <- -2jFIN POURPOUR i de 1 à nxPOUR j de 1 à nySI X[i℄ = Y[j℄a <- T[i-1℄[j-1℄ + 1SINONa <- T[i-1℄[j-1℄-1FIN SIT[i℄[j℄ <- max(a,T[i℄[j-1℄-2,T[i-1℄[j℄-1)FIN POURFIN POURRETOURNER T[nx℄[ny℄ /*La pondération du meilleur alignement*/FINLa omplexité est de l'ordre de nx ∗ ny5.1.2 Si l'on veut ette fois onserver les indies des espaes insérés :ALG2.5.1.1(X,Y)nx <- Longueur(X)ny <- Longueur(Y)T <- CreerTableau(nx,ny)P <- CreerTableau4-UPLET_A,B,C,D_(nx,ny)T[0℄[0℄ = 0POUR i de 1 à nxT[i℄[0℄ <- -2iP[i℄[0℄ <- 4-UPLET(i-1,0,x[i℄," ")FIN POURPOUR i de 1 à nyT[0℄[j℄ <- -2jP[0℄[j℄ <- 4-UPLET(0,j-1," ",Y[j℄)FIN POURPOUR i de 1 à nxPOUR j de 1 à nySI X[i℄ = Y[j℄a <- T[i-1℄[j-1℄ + 1SINONa <- T[i-1℄[j-1℄-1FIN SIT[i℄[j℄ <- max(a,T[i℄[j-1℄-2,T[i-1℄[j℄-1)SI T[i℄[j℄ = a 11



P[i℄[j℄ <- 4-UPLET(i-1,j-1,X[i℄,Y[j℄)SINONSI T[i℄[j℄ = T[i-1℄[j℄P[i℄[j℄ <- 4-UPLET(i-1,j,X[i℄," ")SINONP[i℄[j℄ <- 4-UPLET(i,j-1," ",Y[j℄)FIN SIFIN SIFIN POURFIN POURL <- ListeVideCOUPLE_A,B_ix <- nxiy <- nyTANT QUE ix != 0 OU iy != 0L <- L UNION COUPLE(P[i℄[j℄.C,P[i℄[j℄.D)ix <- P[i℄[j℄.Aiy <- P[i℄[j℄.BFIN TANT QUE/* On retourne la liste de ouple (A,B)tel que L[i℄.A =" " si X[i℄ = " " dans le meilleur alignement*/RETOURNER LFIN
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